6. Ciagi mgr M. Kucharska, mgr A.Pitat

1. a) Podaj pig¢ wyrazoéw ciggu:
1 .
a, = ViZ . b, = {z_n' dlan nleparzystego'
2, dlan parzystego
b) Ktére z wyrazéw ciagu b, = (n? — 1)(n? — 5n + 6) sg réwne zero?
¢) Dany jest cigg a, = n? — 6n. Ktére wyrazy ciggu s3 mniejsze od 10?

d) Zbadaj monotonicznoéé¢ ciagu a,, = 2n? — 3n + 1.

2. Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Ciag (a,) okreslony wzorem a,, = n? —n dla kazdej liczby naturalnej n > 1 jest

A. | rosnacy, 1. | r6znica a,, 1 — a, jestliczba ujemna.
poniewaz dla kazde;j
B. | malejacy, liczby naturalnej n > 1 2. | réznica a,,q — a, jestréwna zeru.
C. | staly, 3. | réznica a,,, — a, jest liczba dodatnia.
3. Dany jest cigg (a,), gdzie a, = :n—i dlan=1,2,3,.. . Wyznacz wszystkie wyrazy tego ciggu

wigksze od %
4. Dany jest cigg (a,) okreslony wzorem a,, = (—1)" - 21:—271 dlan=1,2,3,...0blicza,, a, i as.

5. Dany jest cigg (a,) okreSlony wzorem rekurencyjnym:
{al =-2
Apt1 =n-a, +4 dla kazdej liczby naturalnejn > 1"

Oblicz sumg czterech poczatkowych wyrazow ciggu (a,).

n3(n+1)

6. Wykaz, zen? + 2n? + 3n® + 4n® + - + 1’ = —

7. Ciag (ay) jest okre$lony wzorem a,, = 2n? 4+ 2ndlan > 1. Wykaz, ze suma kazdych dwoch kolejnych

wyrazow tego ciagu jest kwadratem liczby naturalne;.

8. Sprawdz, czy dany ciag jest:

n
a) arytmetyczny: a,, = —

b) geometryczny, gdy b, = (a,)? ia, = 32" oraz czy ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym.

9. Dane sg liczby a = 2v/2, b = 4, c = 4V/2.
Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A, B oraz jej uzasadnienie sposrod
1.,2,3.
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Liczby a, b oraz c tworza w podanej kolejnosci

. a+c
A. c1ag arytmetyczny, 1. |b= >
poniewaz 2. | p= (c—a)
. 2
B. | ciag geometryczny,
3. |b?=a-c
10. Na  rysunku przedstawiono czg$¢  wykresu  pewnego 6 Yo
nieSkoﬁczonegO Ciqgu arthetycznegO (an). ; v ;__.. ........ E‘ e .; Lea ; e ; aw ‘.é‘ v .E
a) Na podstawic wykresu tego ciagu odczytaj jego pierwszy wyraz ~ © 4| : i @ o0
i roznice. el
b) Podaj wzor na ogdlny wyraz tego ciagu. 2“ o
1 Do Do
c) Niech b, = —%nz bedzie wyrazem ogdlnym ciagu (by,). 5“0“ """" DT Ty
{ L i Py ] L [
{ ] ] k4 { I ] .
Dla jakich wartosci n, a, = by? 31 AT SR A
P2
11. W ciaggu arytmetycznym (a,) dane sg wyrazy: a; = 4, ag = 19. i 4
Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktérych wyrazy ciagu (a,) J_,_ -
naleza do przedziatu (0, 200). ;.5

12.

13.

14.

15.

16.

Liczby 2,x —3,8 sa w podanej kolejnos$ci pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciggu

arytmetycznego. Oblicz x.

Dla ciggu arytmetycznego (a,) okre$lonego dla n = 1, jest spelniony warunek a, + as + ag = 12.

Wtedy
A.a5=4 B.a5=3 C.a5=6 D.a5=5

Wyrazami ciggu arytmetycznego (a,) sg kolejne liczby naturalne, ktore przy dzieleniu przez 5 daja

reszte 2. Ponadto a; = 12. Oblicz a;s.
Wyznacz liczbe sktadnikow w sumie 2 + 5+ 8 + 11 + ... + 449 i oblicz t¢ sume.

Pani Joanna postanowila systematycznie oszczgdza¢ i co miesigc na swoje subkonto odklada¢ pewna
sume¢ pienigdzy. Pierwszego czerwca 2020 roku wplacita 300 ztotych. Pierwszego dnia kazdego

kolejnego miesigca wptacata o 25 zt wigcej niz w miesigcu poprzednim.
16.1. Oblicz kwotg, jaka pani Joanna wptacila na swoje subkonto pierwszego czerwca 2022 roku.

16.2. Oblicz, o ile wigksza kwote niz w miesigcu poprzednim pani Joanna powinna odktadac,
aby pierwszego czerwca 2025 roku (uwzgledniajac rowniez wptate w tym dniu) na subkoncie byta
kwota 78 860 ztotych.



6. Ciagi mgr M. Kucharska, mgr A.Pitat

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Rozwigz rownanie (2x+ 1)+ 2x+4)+ 2x+7)+...+ (2x +28) =155, jesli wiadomo,

ze sktadniki po lewej stronie s kolejnymi wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego.

W ciagu arytmetycznym (a,), okreSlonym dla n > 1, dane s3: wyraz a; =8 i suma trzech

poczatkowych wyrazoéw tego ciagu S3; = 33. Oblicz roznicg a6 — aq3.

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Jego roznica jest rOwna
4, asuma jego pierwszych pigciu wyrazow jest trzy razy mniejsza od sumy nastepnych pigciu wyrazow.

Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

Sredni zarobek pigciu pracownikow pewnej firmy wyniést w maju 1560 ztotych, a najwyzsza pensja
wyniosta 1800 ztotych.

a) Oblicz wysoko$ci pensji tych pracownikéw w maju jesli wiadomo, ze tworzyly one ciagg
arytmetyczny.

b) W czerwcu nie pracowat juz pracownik, ktéry w maju zarabial najmniej i wtedy pensje pozostatych
czterech wzrosty o jednakowa kwote. lle zarabiat kazdy z pozostatych pracownikow w czerwcu, jesli

wiadomo, ze kwota przeznaczona na wyplate pensji byta w czerwcu taka sama jak w maju?

Dany jest ciag arytmetyczny (a, ), gdzien > 1. Wiadomo, ze dla kazdego n > 1 suman poczatkowych
wyrazow S, = a; + a, + -+ a, wyraza sie wzorem: S,, = —n? + 13n.

a) Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciagu (a,,).

b) Oblicz a,o7.

¢) Wyznacz liczbe n, dla ktérej a,, = 0.

Dany jest rosngcy cigg geometryczny, w ktorym a; = 12, a; = 27.
a) Wyznacz iloraz tego ciagu.
b) Zapisz wzor, na podstawie ktorego mozna obliczy¢ wyraz a,,, dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

c) Oblicz wyraz a,.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = i dla kazdej liczby rzeczywistej x # 0. Oblicz wartos¢ m, dla
ktorej liczby f(m), f(1), f(2) sa — odpowiednio — pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu
geometrycznego.

Na trzech potkach ustawiono 76 ptyt kompaktowych. Okazato sie, ze liczby ptyt na potkach gorne;,
srodkowej i dolnej tworza rosnacy ciag geometryczny. Na srodkowej potce stoja 24 ptyty. Oblicz,

ile plyt stoi na polce gornej, a ile plyt stoi na potce dolne;.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Kwadrat K; ma bok dtugosci a. Obok niego rysujemy

kolejno kwadraty K,, K3, K,, ... takie, ze kolejny

kwadrat ma bok o potowg mniejszy od boku

poprzedniego kwadratu, jak na rysunku. Wyznacz pole Ky

kwadratu K. Ky

K; n
Wiedzac, ze sktadniki sumy sa kolejnymi wyrazami
a

ciggu geometrycznego, oblicz 1 + 3+ 9 + ... + 243.

, . . . 1 . . . . 1
Iloraz skonczonego ciggu geometrycznego jest rowny 3 trzeci wyraz tego ciagu jest rowny > a suma

wszystkich wyrazoéw to %. Oblicz, z ilu wyrazow sktada si¢ ten ciag.

Wszystkie wyrazy ciggu geometrycznego (a,, ), okreslonego dlan > 1, sg dodatnie. Wyrazy tego ciagu

spetniaja warunek 6a, — 5a, + a; = 0. Oblicz iloraz q tego ciagu nalezacy do przedziatu (2+/2; 3/2).

Roéznica miedzy drugim a pierwszym wyrazem ciaggu geometrycznego wynosi 5, za§ réznica migdzy
czwartym, a pierwszym wyrazem tego ciagu wynosi 35. Wyznacz pierwszy wyraz tego ciagu i jego

iloraz.

Wyznacz pierwsze trzy wyrazy ciagu geometrycznego wiedzac, ze sg one dodatnie, ich suma jest rowna

. =y . 7
21 oraz suma ich odwrotnosci jest rowna >

a3 +a6 = _84

Wyrazy ciggu geometrycznego (a,,), okreslonego dlan > 1, spetniaja uktad rownan { _ .
a, +a; =168

Wyznacz liczbeg n poczatkowych wyrazow tego ciaggu, ktorych suma S, jest rowna 32769.

Trzy liczby tworza cigg arytmetyczny o sumie 24. Po dodaniu do nich kolejno liczb 4, 10 i 40
otrzymujemy ciag geometryczny. Oblicz te trzy liczby.

Liczby x, y, z, ktérych suma jest rowna 114, tworzg w podanej kolejnosci cigg geometryczny. Liczby
te sg rowniez wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego (a,), gdzien = 1, wktorym x = a;, y = au

i z = a,s. Oblicz liczby x, y, z.

Rosnacy cigg arytmetyczny (a,,) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n = 1. Suma pierwszych
pigciu wyrazow tego ciggu jest rowna 10. Wyrazy as, as, a;3 tworza — w podanej kolejnosci — ciag

geometryczny. Wyznacz wor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,,).

W nieskonczonym ciggu arytmetycznym (a,), okre$lonym dla n = 1, suma jedenastu poczatkowych
wyrazow tego ciagu jest rowna 187. Srednia arytmetyczna pierwszego, trzeciego i dziewigtego wyrazu
tego ciggu, jest rowna 12. Wyrazy aq, as, a, ciggu (a,), w podanej kolejnosci, tworzg nowy

ciag — trzywyrazowy ciag geometryczny (b,,). Oblicz k.
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36.

37.

38.

39.

40.

Pan Kowalski planujac wyjazd na wakacje letnie w nastgpnym roku postanowit zatozy¢ lokate, wpta —
cajac do banku 2000 zt na okres jednego roku. Ma do wyboru trzy rodzaje lokat:

lokata A — oprocentowanie w stosunku rocznym 5%, kapitalizacja odsetek po roku,

lokata B — oprocentowanie w stosunku rocznym 4, 8%, kapitalizacja odsetek co pot roku,

lokata C — oprocentowanie w stosunku rocznym 4, 6%, kapitalizacja odsetek co kwartat.

Ocen, wykonujac odpowiednie obliczenia, ktora lokata jest najkorzystniejsza dla Pana Kowalskiego.

a) Cena plaszcza byta 4 razy podwyzszana o 5%. Jaka jest obecna cena ptaszcza, jezeli przed pierwsza
podwyzka kosztowat on 400 z1?

b) Kapital w wysokosci 1000 zt ztozono w banku na procent sktadany. Jaka bedzie wielkos¢ kapitatu
po 6 latach przy oprocentowaniu rocznym wynoszacym 5%.

c¢) Do jakiej kwoty wzros$nie kapitat 500 zt ztozony na 5 lat, jezeli roczna stopa wynosi 4%, a odsetki
s kapitalizowane co p6t roku.

d) Na lokatg roczna, ktorej oprocentowanie wynosi 4, 5% w skali roku, wptacono 5000 zt. Oblicz stan
tej lokaty po dwoch latach oszczedzania, jezeli od naliczanych odsetek bedzie pobierany co roku

podatek w wysokosci 20%.

Poziom rozszerzony

(R) Czterowyrazowy ciag (a, b, ¢, d) jest rosngcy i arytmetyczny. Kwadrat najwiekszego wyrazu tego
ciggu jest rowny podwojonej sumie kwadratow pozostalych wyrazéw tego ciggu. Ponadto ciag

(a + 100, b, ¢) jest geometryczny. Oblicz wyrazy ciaggu (a, b, ¢, d).

(R) Dany jest rosngcy ciag arytmetyczny (a,) okre$lony dla kazdej liczby naturalnej n = 1. Ciag
(a; - ay, a, -as, az -a,) jest geometryczny i ma wyrazy roézne od zera. Oblicz iloraz tego ciggu

geometrycznego.

(R) Oblicz granicg ciagu:

_ —4n?+3n+1
a) a = 2+n+2n? '
10n2-2
b) bn = 2 3!
—-n+n
_6n*+n?-5
C) Cn - 2_n3 !

d) d, =8+ 2n3 — 4n5,
e) e, =3-4" — 5"

f) fi=vn—-2—-vVn—4,

_ 3/ n342
g) n = 8n3+n’
h) h, = 3(n+2)-n!

T (440!
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41.

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

(R) Oblicz granicg:

) tim (2 0r27)

n—oo \n+2 n+444

. (3n+2)2-(1-2n)2
b) 7111—{130 (2n-1)2 !

. 14+447+-4+(3n-2)
©) 711—{210 5+7+9++(2n+3)’
d) lim Y6 + 7.

n—-oo

p+1 2p+2
(n+1)(n+2)  (n+2)(n+3)

(R) Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = (n + 5)% - ( ) dla n > 1. Wyznacz

wszystkie warto$ci parametru p, dla ktoérych granica ciggu jest rowna 12.

C g . 1 1 1 . . .
(R) Dla jakich wartos$ci x Szereg geometryczny 1 + wrozT + -+« jest zbiezny? Oblicz sume.

9x2 = 27x3

1

n
2x—371) dla kazdej liczby naturalne;j

(R) Dany jest ciag geometryczny(a,,) okreslony wzorem a,, = (
n = 1. Wszystkie wyrazy tego ciggu sg dodatnie. Wyznacz najmniejszg liczbe catkowita x, dla ktorej
nieskonczony szereg a; + a, + az + -+ jest zbiezny.

(R) W nieskonczonym malejgcym ciggu geometrycznym (a,,), okre§lonym dla n = 1, jest spetniony

+ 29 . . : . .
warunek % = Suma wszystkich wyrazéw tego ciagu o numerach parzystych jest rowna 6.
3

Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciagu (a,).

(R) Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (a,), okreSlony dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Suma trzech poczatkowych wyrazow ciagu (a,,) jest rowna 7, a suma S wszystkich wyrazéw tego ciaggu

jest réwna 8. Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktorych spelniona jest nierownosc

|S_S” < 0,001, gdzie S,, oznacza sum¢ n poczatkowych wyrazow ciagu (a,,). Zapisz obliczenia.

n

(R) Gorng podstawe kwadratu o boku dtugosci 4 podzielono na trzy rowne

cze¢sci 1 skonstruowano kwadrat, nastepnie gorng podstawe kwadratu goérnego

podzielono na trzy réwne czesci i zndw skonstruowano kolejny kwadrat, itd.
a) Oblicz sume¢ obwodow wszystkich kwadratow.

b) Oblicz sum¢ pol wszystkich kwadratow.

(R) Rozwigz rownanie x% + x? + x2 + -+ = 1;, ktérego lewa strona jest 1
sumg nieskonczonego ciggu geometrycznego.
(R) Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego (a,), okreslonego dla kazdej

liczby naturalnej n >1 jest rowna 2, a suma kwadratow wszystkich wyrazow tego ciagu jest rowna 3.

Oblicz iloraz ciagu (a,).



