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1. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trojkgcie ostrokatnym ABC. AACS jest trzy razy wiekszy
od 4BAS, a 4CBS jest dwa razy wigkszy od £BAS. Oblicz katy trojkata ABC.

C

2. Dane sg trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AC| = |BC|
i |£ACB| = 45°, oraz kwadrat DEFG o polu réwnym 1. Wierzchotki E A
i F kwadratu leza na ramieniu BC danego trojkata, wierzchotek G lezy ’ F
na ramieniu AC, a wierzchotek D lezy na podstawie AB trojkata G

(zobacz rysunek).

E
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych relacji. Wybierz P, jesli relacja jest
prawdziwa, albo F — jesli jest fatszywa. A D B
1. | 4AGD|=45° P F
2. | |AG|—|BE|=2-+2 P F

3. Dany jest trojkgt rownoramienny, ktory nie jest rownoboczny. Punkt O jest Srodkiem okregu opisanego
na tym trojkacie, a punkt H jest jego ortocentrum. Wybierz dwie wlasciwe odpowiedzi sposrod
podanych.

A. Punkt O jest rowno oddalony tylko od dwoch wierzchotkéw tego trojkata.
B. Punkt O jest rowno oddalony od trzech wierzchotkéw tego trojkata.

C. Punkt O jest rowno oddalony od trzech bokow tego trojkata.

D. Punkt H jest rowno oddalony tylko od dwoch wierzchotkow tego trojkata.
E. Punkt H jest réwno oddalony od trzech wierzchotkéw tego trojkata.

F. Punkt H jest rowno oddalony od trzech bokow tego trojkata.

D C
4. Dany jest prostokat ABCD. Okregi o $rednicach AB i AD P

przecinaja si¢ w punktach A i P (rys.). Wykaz, ze punkty B, P,

D leza na jednej proste;j.
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5. Proste ki [ przecinajg sie w punkcie A. Proste m, n i s sg do siebie rownolegte i przecinajg obie proste

k i lw punktach B, C, D, E, F, G (zobacz rysunek ponizej), w taki sposob, ze: |BC| = 30, |CD| = 20.

A B c\ D> k

Oblicz dtugosé odcinka FE.

6. Dane s3:
* okrag o $rodku S i promieniur =1
» prosta k przechodzgca przez S i przecinajaca okrag w punktach P i Q
* prosta [ styczna do danego okrggu w punkcie T.
Prosta k przecina prosta [ w punkcie R. Prosta przechodzaca przez punkt Q i rownolegta do odcinka

ST przecina styczng [ w punkcie U (zobacz rysunek).

a2 Zapisz obliczenia.

Oblicz dtugo$¢ odcinka TU wiedzac, ze spetniony jest warune 10l = 3

7. Przez punkt przecigcia wysokosci trojkata
rownobocznego ABC poprowadzono prosta DE
réwnolegla do podstawy AB (zobacz rysunek).
Stosunek pola trojkata ABC do pola trojkata CDE

jest rowny

A.9:4 B.4:1 C.4:9 D.3:2
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8. Wykaz, ze wysoko$¢ CD trojkata prostokgtnego ABC poprowadzona z wierzchotka C kata prostego

10.

dzieli przeciwprostokatng na odcinki AD i DB, ktorych stosunek dlugosci jest rowny stosunkowi

kwadratow dtugosci przyprostokatnych odpowiednio AC i BC tego trojkata.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mozna udowodni¢ bardziej ogdlna wtasnos$¢ niz ta, o ktdrej mowi
samo to twierdzenie. Rozwazmy trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku A.
Niech kazdy z bokow tego trojkata: CA, AB, BC bedzie podstawg trojkatow podobnych, odpowiednio:
CAW,, ABW,, CBW5;. Trojkaty te majg odpowiadajace sobie katy o rownych miarach, odpowiednio
przy wierzchotkach: Wy, W,, W3,
Pola trojkatow: CAW1, ABW2, CBW3 oznaczymy odpowiednio jako Py, P,, Ps.

w;

W,
Udowodnij, ze: P; = P; + P,.

Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AD| = 2. Kat BDA ma miarg a, taka, ze tg & = 2. Przekatna BD
i prosta przechodzaca przez wierzchotek C prostopadta do BD przecinaja si¢ w punkcie E

(zobacz rysunek).

A
Oblicz dlugo$¢ odcinka |CE].
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11.

12.

13.

Dany jest trojkat ABC, w ktéorym |AB| =5, |BC|=+/21, ¢
|AC| = 4. Dwusieczna kata 4CAB przecina bok BC w punkcie D
4 V21
(zobacz rysunek).
Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej
uzasadnienie 1., 2. albo 3. A - B
Dtugos$¢ odcinka BD jest rGwna
1 |AB| _ |BC|
A. | |BD| ==+21, 1, 1Azt _ 15l
IBD 2 |AC| |BD]|

poniewaz z twierdzenia
B. | |BD|=2v21, T 2 IBD| = |DC|
9 o dwusiecznej wynika, ze

|AB| _|BD|

4
C. | |BD]| —E\/Zl, 3. W‘ﬁ

W tréjkacie prostokgtnym ABC przyprostokatne majg dtugoséci |[AB| = 81 |AC| = 6. Dwusieczna kata
prostego CAB przecina przeciwprostokatng BC w punkcie D, natomiast dwusieczna kata ACB przecina
przyprostokatng AB w punkcie E. Proste AD i CE przecinaja si¢ w punkcie F. Udowodnij,
ze |CF| = 2|FE|.

Dane sg dwa trojkaty ABC i ADE o wspdlnym kacie ostrym przy wierzchotku A. Ponadto |AB| = 24,

|AC| = 10 (zobacz rysunek). Pole trojkata ADE jest dwukrotnie wigksze od pola trojkata ABC.
E

13.1. Dwusieczna kata BAC przecina odcinek DE w punkcie P, takim ze %=%

Oblicz dtugosci bokow AD i AE trojkata ADE. Zapisz obliczenia.

13.2. Pole trojkata ABC jest rowne 72. Oblicz dtugos¢ boku BC trojkata ABC. Zapisz obliczenia.
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14. Dany jest trojkat ABC. Na boku AB tego trojkata wybrano punkt D, taki, ze |AD| =%|AB|,

15.

16.

17.

18.

19.

a na boku BC wybrano taki punkt E, ze |BE| = §|BC| (zobacz rysunek ponizej). Pole trojkata ABC

jest rowne 20.

C
E
A D B
Oblicz pole trojkata DBE.
W trojkacie ABC dane sg dtugo$ci bokéw |AB| = 15 C
i |AC| =12 oraz cosa :g , gdzie a = |4BAC]|. :
Na bokach AB i AC tego trdjkata obrano punkty
odpowiednio D i E takie, ze |BD|= 2|AD|
i |AE| = 2|CE| (zobacz rysunek). %
Oblicz pole: 4 D B
a) trojkata ADE,
b) czworokata BCED.

Dany jest romb, ktorego kat ostry ma miarg 45°, a jego pole jest rowne 50v/2. Oblicz wysoko$é tego

rombu.
Oblicz obwod rombu, ktdrego pole jest rowne 384, a stosunek dtugosci przekatnych wynosi 3 : 4.

Dany jest trapez rownoramienny ABCD 0 podstawach AB
i CD, gdzie |AB| > |CD|. Kat ostry tego trapezu ma miare 60°,

a przekatna jest prostopadia do ramienia, ktorego dtugosé
jest rowna 6. Oba ramiona tego trapezu przedtuzono,
otrzymujac trapez DCFG podobny do trapezu ABCD

(zobacz rysunek).

Oblicz pole trapezu DCFG. Zapisz obliczenia.

Dany jest trapez rownoramienny, ktérego rami¢ ma dtugos¢ 6 i jest nachylone do dluzszej podstawy
pod katem 60°. Podstawa ta ma dtugos¢ 10.

a) Oblicz obwad i pole trapezu.

b) Oblicz dlugos¢ przekatnej trapezu.

c) Oblicz odlegltos¢ punktu przecigcia si¢ przekatnych od dtuzszej podstawy.
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20.

21.

22,

23.

24,

Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktorym |AD| = |AB| = |BC|=a, |4BAD| = 60°
i |#ADC| = 135°. Oblicz pole czworokata ABCD.

W trojkacie rownobocznym o boku dhugosci a poprowadzono dwa

odcinki rownolegle do jednego z jego bokow. Dhugosci tych

odcinkow sg rowne b i ¢, przy czym ¢ < b < a (zobacz rysunek).

Odcinki podzielity trojkat rownoboczny na trzy figury: dwa A
trapezy i trojkat.

Wykaz, ze stosunek pola trapezu o podstawach b i ¢ do pola

b%—c?
a2—p2’

trapezu o podstawach a i b jest rowny

Wierzchotki 4 i C trojkata ABC leza na okregu o promieniu r. Srodek S tego okregu lezy na boku AB
tego trojkata (zobacz rysunek ponizej). Diugosci bokéw AB i AC sa rowne odpowiednio |AB| = 3r
oraz |AC| = v/3r. Oblicz miary wszystkich katow trojkata ABC.

C

D

S

o/

Punkty A, B, C i D leza na okregu o $rodku O (zobacz rysunek).

/

[0

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych. 4
Miary zaznaczonych katow « i 8 sa odpowiednio rowne
A a=36°0=72° B.a=54°p8=72°

C.a=36°p=108 D.a=72°p=72°
B
Dane s3 okrag o srodku S oraz prosta k styczna do okrggu w punkcie A. Odcinek AB jest cieciwg tego

okregu. Miara kata ostrego pomigdzy prosta k a cigciwa AB jest rowna 50°. Punkt C lezy na okregu.
Kat 4 BCA jest ostry. Sytuacje przedstawia rysunek ponize;j.

A
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25.

26.

217.

Dokoncz zdanie. Zaznacz whasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Miara kata ABCA jest rOwna

A. 100° B. 80° C.50° D. 40°

Dany jest o$miokat foremny wpisany w okrag K. Punkty A B
oraz B sa sasiednimi wierzchotkami tego os$miokata oraz «

jest katem miedzy styczng do okregu K w punkcie A i bokiem AB

wielokgta (zobacz rysunek).

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZz sposrod

podanych.

Miara kata a jest rowna

A. 45° B. 30° C.225° D. 15°

Trzy rozne punkty A, B i D leza na okregu o $srodku w punkcie S. Odcinek BD jest srednicg tego
okregu. Styczne k i [ do tego okregu, odpowiednio w punktach A i B, przecinaja si¢ w punkcie C

(zobacz rysunek ponizej).

A c
Wykaz, ze trojkaty ACB i ASD sa podobne.
W wycinek kota wyznaczony przez kat srodkowy KSL o mierze 45° wpisano kwadrat ABCD w taki
sposob, ze wierzchotki A oraz B leza na promieniu SK, wierzchotek D lezy na promieniu SL,
a wierzchotek C lezy na tuku KL (zobacz rysunek).

Oblicz stosunek pola kwadratu ABCD do pola wycinka L
kotowego KSL. Zapisz obliczenia. D I

45°
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

W trojkacie prostokatnym ACB przyprostokatna AC ma dtugos$é 5, a promien okregu wpisanego w ten
trojkat jest rowny 2. Oblicz pole trojkata ACB.

W tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 15 i 20 wpisano okrag. Oblicz dlugos¢ odcinka
taczacego wierzcholek kata prostego tego trojkata z punktem wspolnym okregu i przeciwprostokatnej.

W tréjkacie rownoramiennym wysokos$¢ opuszczona na podstawe jest rowna 36, a promien okregu
wpisanego w ten trojkat jest rowny 10. Oblicz dlugosci bokow tego trojkata i promien okregu

opisanego na tym trojkacie. C

Dany jest trojkat ABC o bokach dtugosci: [AB| = 4, |BC| =5,
|AC| = 6. Na tym trojkacie opisano okrag o srodku w punkcie
S i promieniu R (zobacz rysunek). Oblicz promien R okrgegu

opisanego na trojkacie ABC.

A 4

Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB, taki ze sin |¥BAC| = 0,3 i |AC| = 7.
Oblicz pole kota opisanego na tym trojkacie.

Dany jest sze$ciokat foremny ABCDEF o polu réwnym 6+/3 (zobacz rysunek).

E D

A B
33. 1. Dokoncz zdanie. Wybierz whasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Pole trojkata ABE jest rowne

A. 6 B. 43 C.2V3 D.4

33. 2. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Dhugos¢ odcinka AE jest rowna

A. 2 B. 23 C.43 D. 4
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34. Dany jest trojkat ABC, w ktorym |[AB| = 6, |BC| =5, |AC| = 10.
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe,

albo F —jesli jest fatszywe.

1. | Cosinus kata ABC jest réwny (—0,65). P F

2. | Trojkat ABC jest rozwartokatny. P F

35. W trojkacie ABC dane sg dtugosci dwoch bokéw |AB| = 12, |BC| = 8 oraz miara kata |4#ABC| = 60°.

Oblicz dtugos¢ srodkowej tego trojkata, poprowadzonej z wierzchotka A.

Poziom rozszerzony

36. (R) Dane sa trzy okregi o $rodkach A, B, C i promieniach rownych odpowiednio r, 2r, 3r.
Kazde dwa z tych okregow sa zewnetrznie styczne: pierwszy z drugim w punkcie K, drugi z trzecim
w punkcie L i trzeci z pierwszym w punkcie M. Oblicz stosunek pola trojkata KLM do pola trojkata
ABC.

37. (R) Punkt D lezy wewnatrz trojkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt D i rownolegta do boku
AC przecina bok AB w punkcie K, a bok BC w punkcie L. Prosta przechodzaca przez punkt D
i rownolegta do boku BC przecina bok AB w punkcie M, a bok AC w punkcie N (zobacz rysunek).
Stosunek obwodu trojkata KMD do obwodu
trojkata KBL jest rowny 5 : 7, a stosunek
obwodu trojkata KMD do obwodu trojkata
AMN jest rowny 5 : 8. Pole czworokata DLCN

jest rowne 15.

Oblicz pole trojkata ABC. Zapisz obliczenia.

38. (R) Dany jest trojkat rownoboczny ABC. Na bokach AB i AC ¢
wybrano punkty — odpowiednio — D i E takie,
ze |BD| = |AE| = %IABl . Odcinki CD i BE przecinaja si¢
w punkcie P (zobacz rysunek). Wykaz, ze pole trojkata DBP
jest 21 razy mniejsze od pola trojkata ABC.
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39.

40.

41.

42.

(R) W trojkat prostokatny wpisano okrag. Punkt styczno$ci dzieli przeciwprostokatng na odcinki
dhugosci x, y.

39. 1. Wykaz, ze pole trojkata P = xy.

39. 2. Wykaz, ze pole trojkata P = (p — a)(p — b), gdzie p — potowa obwodu trojkata, a, b —
dhugosci przyprostokatnych.

(R) Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym |[£ABC| = 90° oraz |[4CAB| = 60°. Punkty K i L leza

na bokach — odpowiednio — AB i BC tak, ze |BK| = |BL| = 1 (zobacz rysunek). Odcinek KL przecina
wysoko$¢ BD tego trojkata w punkcie N, a ponadto |[AD| = 2.

A
602
D
K
N
1
B 1 1L c

Wykaz, ze [ND| = V3 + 1.

(R) W tréjkacie prostokatnym ABC, w ktorym |4C| = 90°, |4CAB| = 15° i |AC| = mv/3, m > 0,
punkt D lezy na boku AB tak, ze odcinek CD zawiera si¢ w dwusiecznej kata C. Wyznacz dtugosc¢
odcinka AD.

(R) Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AC| = |BC| = 6, a punkt D jest $rodkiem
podstawy AB. Okrag o srodku D jest styczny do prostej AC w punkcie M. Punkt K lezy na boku AC,
punkt L lezy na boku BC, odcinek KL jest styczny do rozwazanego okregu oraz |KC| = |[LC| = 2

(zobacz rysunek).

. . |AM| 4
Wykaz, ze — = -.
y >7Tmcl s
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43.

44,

45.

46.

47.

(R) W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczne kgtow przecinajace boki BC, AC i AB tego trojkata
w punktach — odpowiednio — K, L oraz M. Punkt P jest punktem przecigcia tych dwusiecznych.
Na czworokatach CLPK oraz BKPM mozna opisaé okrag. Udowodnij, ze trojkat ABC

jest rownoboczny.

(R) Dany jest romb ABCD. Przez wierzchotki B i D poprowadzono dwie proste réwnolegte
przecinajace boki CD i AB — odpowiednio —w punktach M i N, tak, ze podzielily one ten romb na trzy
figury AND, NBMD, BCM o rownych polach. Ponadto wiadomo, ze |MB| = |ND| = |BD| (zobacz

rysunek).

M

JNT

Oblicz cosinus kata ostrego tego rombu.

(R) W trapezie ABCD o podstawach AB i CD przez punkt O przecigcia si¢ przekatnych poprowadzono
dwie proste rownolegte do bokow BC i AD. Prosta rownolegta do boku BC przecina bok AB w punkcie
B’, a prosta rownolegta do boku AD przecina bok AB w punkcie A’. Wykaz, ze |AA'| = |BB'|.

(R) Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych trapezu ABCD. Diugo$¢ podstawy CD jest 0 2
mniejsza od dugosci podstawy AB. Promien okregu opisanego na trojkacie ostrokagtnym CPD jest 0 3

mniejszy od promienia okrggu opisanego na trojkacie APB. Wykaz, ze spelniony jest warunek
IDPI2 + |CPI2 — |cDI2 = 22+ |DP| - |CP|.
(R) W okrag wpisano trapez réwnoramienny, ktorego podstawy maja dtugos¢ |AB| =8 cm,

|[DC| = 4 cm. Styczna do okregu w punkcie D przecina prosta AB w punkcie E (zobacz rysunek).

Wiedzac, ze |DE| = 6v/5 cm oblicz promien okregu opisanego na trapezie ABCD.




12. Planimetria mgr Magdalena Kucharska, mgr Anna Pitat

48. (R) W pewien okrag wpisano czworokagt ABCD taki, ze |AB| = 10, |CD| = 6 oraz |BC| = |BD|. Styczna

do tego okrggu w punkcie C tworzy z bokiem CD kat a o mierze 30° (zobacz rysunek).

Oblicz pole czworokata ABCD. Zapisz obliczenia.

49. (R) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag 0 promieniu r = 5v2. Przekatna BD tego czworokata
ma dhugos¢ 10. Katy wewnetrzne BAD i ADC sg ostre, a iloczyn sinusow wszystkich jego katow

wewngtrznych jest rowny Z. Oblicz miary katow wewnetrznych tego czworokata.

50. (R) W trapezie ABCD przekatna BD jest dwusieczng kata CBA i przecina przekatng AC w punkcie K,

takim, ze |CK| : |[KA| = 1 : 3. Pole tego trapezu jest roéwne 100(\/3—\/7), singBAD = \/gr/i ,

|AD| = 10 oraz kat BAD jest ostry. Oblicz dlugos$ci pozostatych bokow trapezu ABCD.

Zapisz obliczenia.

51. (R) Dany jest trapez prostokatny ABCD o katach prostych przy wierzchotkach A i D. Rami¢ BC trapezu
ma dhugos¢ 5. W ten trapez wpisano okrag o srodku w punkcie S i promieniu 2. Punkt P jest punktem

stycznosci okregu i dhuzszej podstawy AB tego trapezu (zobacz rysunek).

D C

[N}

™

Wykaz, ze trojkaty BPS i BSC sa trojkatami podobnymi, oraz oblicz skalg tego podobienstwa.
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52. (R) Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktorym |AB| > |CD| oraz ramie BC ma dtugos¢
6. Na tym trapezie opisano okrag o promieniu R = 5. Miary katow BAC i ABC tego trapezu spetniajg

SinlBACL — 3 Oblicz pole i obwod trapezu ABCD. Zapisz obliczenia.

warunek = =
sin|£ABC]| 8

53. (R) Dany jest trapez rownoramienny ABCD o0 obwodzie [ i podstawach AB oraz CD takich,
ze |AB| > |CD|. Trapez jest opisany na okregu i wpisany w okrag, a przekatna AC trapezu ma dtugosc¢
d (zobacz rysunek).

Wykaz, ze promien R okregu opisanego na trapezie ABCD jest rowny #ﬁ .



